
Part I

点集拓扑

整理一下和饔饹饣饨饯饮饯餋定理相关的一些结论。

Theorem 1 館饔饹饣饨饯饮饯餋定理餩.

在积拓扑下, 紧致空间的任意积还是紧致空间.

饔饹饣饨饯饮饯餋定理的证明并不容易餬 需要用到饚饯饲饮引理或良序定理餮 但是证

明一些弱化的饔饹饣饨饯饮饯餋定理形式是比较容易的餮

下面是课后作业中的一个命题餬 助教一开始给出了错误的证明餮

Proposition 1.

设Xi是一列紧致度量空间, 则
+∞∏
i=1

Xi在积拓扑下紧致.

证明. 令A 餽 {Aα|α ∈ J}是
∏+∞

i=1 Xi在积拓扑下的一个开覆盖餬 记A0是A中
的一个开集元素餬 不妨设

A0 餽
n∏

i=0

Ui ·
+∞∏

j=n+1

Xj

定义投影映射餅i 餺
∏+∞

j=1 Xi → Xi餬 餅i館A餩 餽 {餅i館Aα餩 ∈ A}餮 则餅A构成
了X1 · · ·Xn的一个开覆盖餬 由于X1 · · ·Xn紧致餬 可选取有限个Aα1 · · ·Aαk

s.t. ∀i 餽 餱 · · ·n, {餅i館Aα1餩 · · ·餅i館Aαk
餩}构成Xi的一个有限子覆盖.

则{A0, Aα1 , · · · , Aαk
} ∆
餽A1是A的一个有限子覆盖餬 从而

∏+∞
i=1 Xi紧致餮 餿

显然餬 这个证明是错误的餬 它没有用到命题中“紧致度量空间”中的具

有度量的性质餮问题出在最后一步餬 使用选出来的在各个坐标轴上的投影都是

一个有限开覆盖的Aα1 · · ·Aαk
构造的A1餬 这个子集族A1是否是一个积空间∏+∞

i=1 Xi的一个有限子覆盖餬 答案是否定的餮 也就是说餬一些开集在坐标轴上

的投影分别构成了每个空间上的开覆盖餬 但这并不意味着他们能够构成积空

间上的开覆盖餮

下面是积空间X × Y上的一个反例餮开集U和V在空间X和Y上的投影分

别构成了 X和Y的开覆盖餬 但是U × V不是X × Y的一个开覆盖餮

餱
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正确的做法应该是利用度量空间上的三种等价的紧致性餮

Definition 1 館列紧性餩. 若拓扑空间X中每个序列总有收敛子列,则空间X是

列紧的. 即对∀X中序列館xn餩,若n1 < n2 < · · · < ni < · · ·是单调增的正整数
序列, 则总存在一个由yi 餽 xni定义的子列 館yi餩收敛.

Lemma 1 館勒贝格数引理餬饌饥饢饥饳饧饵饥 饮饵饭饢饥饲 饬饥饭饭饡餩. 设A是度量空间館X, d餩上的一个开覆盖, 若

X是紧致的, 则∃δ > 餰, s.t.X的每一个直径小于δ的子集都包含在A中的某一个元素中.

这个引理说明了餬 对于紧致度量空间及其一个给定的开覆盖子集族餬 任

何直径足够小的开集总是被包含在这个开覆盖子集族中的某一个子集中的餮

U1 U3

U4U2

半径小于δ的子集V

Theorem 2. 若空间X可被度量化, 则在空间X上, 紧致性、列紧性、极限

点紧致三者等价.

餲



证明. 这里只证明列紧性⇒紧致性餮

首先说明列紧性下勒贝格数引理也成立餮

用反证法餬 若不存在上述δ餬 则∀n ∈ N∗总是∃xn ∈ X, , s.t.Bxn館
1
n餩 为不包

含在任何开覆盖子集族A中的开集餬对序列館xn餩
+∞
n=1用列紧性餬得到 ∃子列館xni餩

+∞
i=1收

敛到某个x ∈ X餮

∵ x ∈某个A中子集Ak ⇒ ∃ε > 餰 s.t.Bx館ε餩 ⊆ Ak

又 ∵ 饬饩饭
i→∞

xni 餽 x,从而可以取充分大的i0, s.t. ∀i > i0, d館xni , x餩 ≤
ε

餳

此时Bxni
館
ε

餳
餩 ⊆ Bx館ε餩 ⊆ Ak,

为了保证
餱

ni
<

ε

餳
,取足够大的i1,使∀i > i1餬正整数序列ni >

餳

ε
恒成立,

∴


Bxni

館
ε

餳
餩 ⊆ Ak, i > i0

Bxni
館
餱

ni
餩 ⊆ Bxni

館
ε

餳
餩, i > i1

⇒当i > max{i0, i1}时餬Bxni
館
餱

ni
餩 ⊆ Ak

∴ Bxni
館
餱

ni
餩 ⊆ Ak与Bxn館

餱

n
餩不包含在任何开覆盖子集族A中的开集元素中矛盾.

館 餩館 餩
x− ε x餫 εxxni

xni − ε
3 xni 餫

ε
3

综上餬 列紧性下勒贝格数引理也成立餮

下证∀ε > 餰,∃由半径为ε的球构成的有限覆盖B来覆盖列紧的空间X餮

任取x1 ∈ X,Bx1館ε餩 ⊈ X餬 再取x2 ∈ X\Bx1 ⇔ d館x1, x2餩 > ε 每一步都

取出和之前所有开球都不相交的一个开球Bxn+1館ε餩餬 满足

xn+1 ∈ X\
n⋃

i=1

Bxi館ε餩 ⇔ d館xi, xj餩 > ε,∀i ̸餽 j ≤ n餫 餱

若在有限步中餬
⋃n

i=1Bxi館ε餩 已经覆盖了空间X餬 命题得证餮

若不能在有限个取开球的步骤中结束餬 考虑这些取出来的开球球心xi餬

即存在一个无限序列 {xi}+∞
i=1 餬 s.t. ∀i ̸餽 j ∈ N∗, d館xi, xj餩 > ε 餬 从而这个序列

没有收敛子列（参考分析学中的做法）餬 从而与列紧性矛盾！

自此餬 我们得到了空间X中存在的一个由半径为ε的开球组成的有限覆

盖餮

最后餬 要构造列紧空间X中开覆盖A的一个有限子覆盖餮

由勒贝格数引理餬得到∃δ > 餰, s.t.X的每一个直径小于δ的子集都包含在A
中的某一个元素Ai中餬 即满足∀x ∈ X,Bx館δ餩 ⊆ Ai餬 然后取空间X的一个由半

餳



径为ε的开球组成的有限覆盖 B 餽 {Bxi館δ餩|xi ∈ X, 餱 ≤ i ≤ n}餬 对每一个开
球Bxi館δ餩餬 都有Bxi館δ餩 ⊆ Ai餬 ∀餱 ≤ i ≤ n餮 取出这个有限个Ai餮 又因为B是空
间X的一个有限覆盖餬 所以 A0 餽 {Ai|餱 ≤ i ≤ n}为开覆盖A的一个有限子覆
盖餬 从而空间X是紧致的餮

最后我们来着手利用列紧性证明原命题餮

Proposition 2 館同 饰饲饯饰餮 餱餩.

设Xi是一列紧致度量空间, 则
+∞∏
i=1

Xi在积拓扑下紧致.

证明. 对于每一个紧致度量空间Xi餬 他们都是列紧的館饴饨饭餮 餲餩餮

首先餬
∏+∞

i=1 Xi在积拓扑下可度量化餬 因此只要证明
∏+∞

i=1 Xi列紧餮

在
∏+∞

i=1 Xi中任取序列

{xk}+∞
k=1 餽 {館xk1, xk2, · · · , xkn, · · · 餩}+∞

k=1 ⊂
+∞∏
i=1

Xi

其中餬 館xk1, x
k
2, · · · , xkn, · · · 餩是

∏+∞
i=1 Xi中的一个点餮

饳饴饥饰餱餺 由于X1紧致餬 则∃{xk}+∞
k=1的子列{xkn} s.t. {xkn1 }在X1中收敛餮

饳饴饥饰餲餺 由于X2紧致餬则∃饳饴饥饰餱中取出{xkn}的子列{xknj } s.t. {x
knj

2 }在X2中收

敛餮

依次在上一步得到的序列中取出满足在空间Xi+1中收敛的子列餮 这里

承认选择公理餬 以保证在无数次选择中取出满足条件的序列的存在性餮 假

设这个序列为{xkp , s.t. ∀i ∈ N∗, {Xkp
i }总在对应的空间中收敛到极限x∗i 餮

记館x∗1, x
∗
2, · · · , x∗i , · · · 餩

∆
餽x∗餬 在x∗处任取开邻域

∏+∞
i=1 Ui餬 在积拓扑下餬 不妨

设 Ui1 , · · · , Uin ̸餽 Xik , ∀餱 ≤ k ≤ n

Xi 饯饴饨饥饲饷饩饳饥

从而∀Uis , ∃Ns餬当p > Ns时餬 x
kp
is

∈ Ui餬取N 餽 max1≤j≤n{Ns}餬则当p > N时餬

xkp ∈
∏+∞

i=1 Ui餬 从而
∏+∞

i=1 Xi列紧餬 由于
∏+∞

i=1 Xi在积拓扑下可度量化餬 所以

它是紧致的餮

餴



管状引理餬 待续

X

Y

x0 × Y

W × Y
餩館

餵


